Математическая олимпиада 
«Будущие исследователи – будущее науки»
2012. Финальный тур
Решения
7 класс
7.1.  Дано число 
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. Каким является это число: простым или  составным?
Ответ. 
Составным. Решение. Последняя цифра числа N равна последней цифре числа 
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, т.е. равна 5. Значит, N делится на 5. (Другое, более общее решение см. в задаче 8.2.)
7.2.  Биссектриса угла 
[image: image3.wmf]ABC

 составляет с его сторонами угол, который в три раза меньше, чем смежный к углу ABC. Найдите величину угла ABC.
Ответ. 
72(. Решение. Пусть х – градусная мера угла АВС. Из условия задачи получаем уравнение 
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7.3.  Натуральное число назовем любопытным, если после вычитания из него суммы его цифр получится число, состоящее из одинаковых цифр. Сколько всего существует трехзначных любопытных чисел?
Ответ. 
30 чисел. Решение. Пусть 
[image: image5.wmf]xyz

 – любопытное трехзначное число. Тогда число 
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делится на 9 и состоит из одинаковых цифр, причем 100 – 27 ( А ( 999 – 1. Таким образом, А может равняться либо 99, либо 333, либо 666. 

В случае А = 99 имеем 
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, тогда х = 1, у = 0, z – любая цифра, т.е. в этом случае есть 10 любопытных чисел: 100, 101, …, 109.

В случае А = 333 получаем 
[image: image8.wmf]37
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, тогда последовательно определяем цифры: х = 3, у = 4, z – любая цифра, т.е. и в этом случае есть 10 любопытных чисел.
В случае А = 666 имеем 
[image: image9.wmf]74
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, и тогда х = 6, у = 8, z – любая цифра, опять имеем 10 любопытных чисел.
7.4.  Имеется набор, состоящий из п гирек весом 1, 2,…, п (граммов). Можно ли все гирьки разложить на две кучи, равные по весу, если: а) п = 30, б) п = 31.
Ответ. 
а) Нельзя; б) можно. Решение. а) Общий вес всех гирек нечетный, т.к. количество гирек нечетного веса – нечетное число (это 15 гирек весом 1, 3, 5, …, 29). Значит, на две кучи, равные по весу, гирьки разложить нельзя.

б) Сначала положим в левую кучу гирьку 31, а в правую – две гирьки 1 и 30. Имеем равенство: 31 = 30 + 1. Осталось 28 гирек. Далее положим в левую кучу 2 гирьки 2 и 29, а в правую – 3 и 28, их суммы также одинаковы. И так далее: будем класть в левую и правую кучи по две гирьки, по весу равноотстоящие от концов (т.е. от 2 и 29):

4+ 27 = 5 + 26, …, 14 + 17 = 15 + 16.

 В результате вес левой кучи будет равен 31 + 31 (7 = 248 (гр), и тот же вес будет у правой кучи.
7.5.  В компании собралось 11 человек. Оказалось, что каждый дружит не менее, чем с шестью присутствующими. Докажите, что в этой компании найдутся три друга (каждый дружит с двумя остальными). 

Решение. Возьмем любых двух друзей А и В. Из остальных девяти человек А имеет не менее 5 друзей, и В имеет не менее 5 друзей. Значит, среди друзей А и В есть хотя бы один общий (в противном случае было бы 5 + 5 ( 9). Вместе с А и В этот общий друг составляет нужную тройку друзей.
8 класс
8.1. Биссектриса угла АВС составляет с его сторонами угол, который в три раза меньше, чем смежный к углу АВС. Найдите величину угла АВС.
Ответ. 
72(.

Решение. См. решение задачи 7.2.
8.2. Является ли данное число N простым или составным, если:

      а) 
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Ответ. 
а) Составным; б) составным. Решение. а) См. решение задачи 7.1. Более общее решение следует из пункта б). 

б) Для любого натурального  числа п имеем:
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 где М = п2 + 3п. Таким образом, число N – составное.
8.3.  Натуральное число назовем любопытным, если после вычитания из него суммы его цифр получится число, состоящее из одинаковых цифр. Сколько всего существует:     а) трехзначных любопытных чисел?; б) четырехзначных любопытных чисел?
Ответ. 
а) 30 чисел; б) 10 чисел. Решение. а) см. решение задачи 7.3.

б) Пусть 
[image: image13.wmf]txyz

 – любопытное четырехзначное число. Рассуждая аналогично решению задачи 7.3, получим, что число А может равняться 999, а другие два случая невозможны (т.к. числа 3333 и 6666 не делятся на 9). Итак, 
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. Отсюда х = 1, у = z = 0. В результате имеем 10 любопытных чисел: 1000, 1001, …, 1009.
8.4.  Найдите натуральное число 
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, удовлетворяющее уравнению
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Ответ. 
2012. Решение. Обозначим а = 2011, b = 2012. Тогда 
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. Отсюда х = b = 2012.
8.5.  В компании собралось 11 человек. Оказалось, что каждый дружит не менее, чем с шестью присутствующими. Докажите, что в этой компании найдутся три друга (каждый дружит с двумя остальными). 

Решение. См. решение задачи 7.5.
9 класс
9.1. Имеется набор, состоящий из п гирек весом 1,2,…, п. Можно ли все гирьки разложить на две кучи, равные по весу, если: а) п = 99, б) п = 98.
Ответ. 
а) Можно; б) нельзя.

Решение. См. решение задачи 7.4. Пункт б) следует (как и в задаче 7.4(а)) из нечетности общего веса всех гирек. Пункт а) (так же, как и в задаче 7.4(б)) следует из того, что 99 = 1 + 98, а количество всех последовательных чисел от 2 до 97 делится на 4.  
9.2. Дано сто чисел: 
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. Чему равна сумма всех этих разностей?
Ответ.  14651/9900. Решение. 
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Подчеркнутые члены при подсчете суммы взаимно уничтожаются с соответствующими членами, имеющими противоположный знак. Останутся не уничтоженными числа
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9.3.   Найдите натуральное число 
[image: image26.wmf]x

, удовлетворяющее уравнению
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Ответ. 
2012.

Решение. См. задачу 8.4.
9.4. а) Докажите, что квадрат можно разбить на 40 квадратиков. 

       б) Можно ли добиться того, чтобы в искомом разбиении стороны квадратиков принимали лишь два значения 
[image: image28.wmf]b
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Ответ. 
б) Можно. Решение. а) Можно привести различные варианты разбиений. Например, разобьем сначала квадрат на 25 квадратиков со стороной 1/5 (без ограничения общности считаем исходный квадрат единичным), затем берем 5 квадратиков этого разбиения и разбиваем каждый из них на 4 квадрата. Итого получим 20 квадратиков со стороной 1/5 и еще 20 квадратиков со стороной 1/10.
б) См. рисунок. Сначала рассмотрим разбиение квадрата на квадратики со стороной 1/7. От этого разбиения оставим только внешнюю каемку из двух слоев, а квадрат со стороной 5/7 (который представляет собой исходный квадрат, если от него отрезать эту каёмку) разобьем по-другому, а именно на 16 квадратиков со стороной (5/7)::4 = 5/28 (на рисунке эти квадратики раскрашены в шахматном порядке). В результате получим 13 + 11 + 16 = 40 квадратиков. Для них b = 5/28, a = 1/7 и b/ a = 1,25.
Замечание. Можно привести рассуждения, как построить подобный пример. Пусть сначала квадрат разбивается на п2 квадратиков со стороной 1/п. Из этого разбиения оставляем каемку, состоящую из l слоев, т.е. оставляем 
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 квадратиков. Остальную часть исходного квадрата разбиваем по-другому, а именно, на т2 квадратиков со стороной 
[image: image32.wmf]nm
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. Таким образом, имеем уравнение 
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. Обозначим k = n – l. Отношение сторон разных квадратиков равно 
[image: image34.wmf]m
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. Нужно сделать величину k достаточно близкой к т (и обе эти величины нужно сделать достаточно большими). Положив k – m = 1, получим n2 = 40 + k + m. Взяв п = 7 (первое число, квадрат которого больше 40), получим k + m = 9, и тогда k = 5, m = 4, как в нашем примере.
9.5.  На стороне 
[image: image35.wmf]AC

 треугольника 
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 взята точка 
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. Оказалось, что 
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Ответ. 
60(.Решение. Вначале покажем, что треугольник АВС – равнобедренный. Действительно, это следует из условия 
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 и свойства внешнего угла: 
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. Из этих двух равенств имеем 
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. Далее, возьмем на стороне АС точку К, симметричную точке М относительно середины АС. Тогда АК = МС и поэтому из соотношения АМ = ВМ + МС следует, что точка М лежит между С и серединой АС и значит, это соотношение запишется в виде КМ = ВМ. Поскольку  ABC – равнобедренный, середина АС совпадает с проекцией точки В, и поэтому ВМ = ВК. Таким образом, в треугольнике КВМ все стороны равны, а все углы равны по 60(.
10 класс
10.1.  Дано сто чисел: 
[image: image44.wmf]100

1

...,

,

4

1

,

3

1

,

2

1

,

1

. Вычислим 98 разностей: 
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. Чему равна сумма всех этих разностей?
Ответ.  14651/9900. Решение. См. задачу 9.2.
10.2. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых система уравнений 
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 имеет единственное решение.
Ответ.  а = (2011. Решение. Начертим на координатной плоскости множество решений первого уравнения. Это граница квадрата (см. рис.). Прямая, изображающая второе уравнение, проходит через точку М(0; 2012). Значит, условие единственности решения будет удовлетворяться только тогда, когда эта прямая проходит либо через точку А(–1;1), либо через точку С(1;1). Значит, угловой коэффициент прямой равен (2011.

10.3. а) Докажите, что квадрат можно разбить на 40 квадратиков. 

       б) Можно ли добиться того, чтобы в искомом разбиении стороны квадратиков принимали лишь два значения 
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[image: image51.wmf]25

,

1

£

a

b

).
Ответ.  б) можно. Решение. См. решение задачи 9.4.

10.4.  На стороне 
[image: image52.wmf]AC

 треугольника 
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 взята точка 
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. Оказалось, что
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Ответ.  60(. Решение. См. решение задачи 9.5.

10.5.  Могут ли величины углов четырехугольника, вписанного в окружность, представлять собой (в некотором порядке): а) арифметическую прогрессию с ненулевой разностью; б) геометрическую прогрессию со знаменателем, отличным от единицы.
Ответ. а) Могут; б) не могут. Решение. а) Можно взять углы четырехугольника, равные , 2, 3, 4 (в некотором порядке), где  = 36(. Если взять четырехугольник ABCD c углами (A = , (B = 2, (C = 4, (D = 3, то сумма противоположных углов равна (A +(C = (B + (D = 5 = 180(, и, значит, около ABCD можно описать окружность.
б) Предположим, от противного, что такой четырехугольник существует. Тогда его углы равны b, bq, bq2, bq3 для некоторых значений b > 0 и q ( 1. Можно без ограничения общности считать, что q > 1 (иначе перепишем углы в обратном порядке). Тогда (учитывая возрастание членов последовательности) имеем единственно возможное уравнение для углов  b + bq3 = bq + bq2 = 180. Отсюда 
[image: image58.wmf])
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(1 – q)2 = 0 ( q = 1. Получили противоречие.
11 класс
11.1. Для всех возможных значений параметра 
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 решите уравнение
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Ответ. При а = 0 уравнение не имеет смысла; 

при  
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Решение. При а = 0 уравнение не имеет смысла. Перейдя в правой части к основанию 2, получим равносильное уравнение 
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 и, учитывая область определения, будем иметь: 1) при  
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 (т.к. иначе х лежит в третьей четверти, и тогда а sin x < 0); 2) при  
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 (т.к. иначе х лежит во второй четверти, и тогда  а sin x < 0).
11.2. Решите систему уравнений 
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Ответ.  (3;4), (5;2). Решение. Сложив уравнения, получим 
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. Таким образом, имеем совокупность двух систем, равносильную исходной системе: 1) 
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. Выражая у из первого уравнения и подставляя во второе, получим квадратное уравнение. В случае 1) 
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11.3. Найдите область определения и множество значений функции
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Ответ.  Область определения 
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Решение. Область определения задается неравенством 
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Можно получить результат и без использования производной, если применить неравенство между средним арифметическим и средним геометрическим:: 
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11.4.  Могут ли величины углов четырехугольника, вписанного в окружность, представлять собой (в некотором порядке): а) арифметическую прогрессию с ненулевой разностью? б) геометрическую прогрессию со знаменателем, отличным от единицы?

Ответ. а) Могут; б) не могут. Решение. См. решение задачи 10.5.

11.5. Ребра 
[image: image101.wmf]SA

, 
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 и 
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 тетраэдра 
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 взаимно перпендикулярны, а их длины равны, соответственно, 2; 3 и 6. а) Найдите радиус 
[image: image105.wmf]R

 сферы, описанной около тетраэдра. б) Существует ли сфера радиуса, меньшего, чем 
[image: image106.wmf]R

, содержащая данный тетраэдр?
Ответ. а) R = 7/2; б) существует. Решение. Рассмотрим прямоугольную систему координат в пространстве с началом в точке S и осями координат вдоль ребер ОА, ОВ и ОС. Центр описанной сферы можно найти разными способами. Один из них – непосредственный: если записать в координатах  для искомого центра О(x,y,z) равенство квадратов расстояний ОА2 = ОВ2 = ОС2 = ОS2. ..Вычитая полученные уравнения, будем иметь линейные уравнения, из которых легко найти x, y, z. Другой способ состоит в том, чтобы заметить, что центр сферы должен проецироваться на плоскость треугольника ABS  в центр описанной окружности этого треугольника, т.е. в середину гипотенузы АВ  –  точку 
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 и, значит, координаты центра сферы имеют вид 
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. Аналогично, рассматривая треугольник ACS, получим, что координата z  должна быть равна половине значения zC, т.е. равна 3. В результате 
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. Третий способ состоит в следующем: заметим, что для прямоугольного параллелепипеда со сторонами SA, SB и SC его центр равноудален от всех вершин параллелепипеда и, в частности, от А, В, С и S. Значит, радиус R равен половине диагонали параллелепипеда:  
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б) Рассмотрим центр О1 окружности, описанной около треугольника АВС. Точка О1 является проекцией центра О(x,y,z) сферы на плоскость АВС. Если решать задачу пункта а) в координатах, то далее нетрудно найти координаты точки О1 как проекции точки О на плоскость: 
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 (уравнение плоскости АВС) и убедиться, что расстояние от О1 до всех вершин тетраэдра меньше R. Но можно обойтись и без подробных вычислений.. Действительно, сначала заметим, что точки S и О лежат по разные стороны от плоскости АВС (это следует, например, из пункта а), см. второй способ нахождения центра О). Далее, расстояния 
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 строго меньше R , т.к. R – это длина гипотенузы в соответствующих прямоугольных  треугольниках ОО1А, ОО1В, ОО1С.. А расстояние 
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, поскольку треугольник SOО1 – тупоугольный с тупым углом SО1O; это следует из  равенства ( ОО1М = 90(, где М – точка пересечения  прямой SO с плоскостью АВС. Итак, все расстояния от О1   до вершин тетраэдра меньше R, и поэтому сфера с центром  О1  и радиусом, равным минимальному из этих расстояний, будет искомой.
А





С





М





х





 у





2012





0





1





1





2





–1








_1391088474.unknown

_1391089236.unknown

_1391089857.unknown

_1391095725.unknown

_1391124110.unknown

_1391237165.unknown

_1391237349.unknown

_1391124838.unknown

_1391124915.unknown

_1391124721.unknown

_1391096745.unknown

_1391105094.unknown

_1391097913.unknown

_1391096643.unknown

_1391095975.unknown

_1391091184.unknown

_1391091315.unknown

_1391091401.unknown

_1391094541.unknown

_1391091269.unknown

_1391090582.unknown

_1391090637.unknown

_1391089892.unknown

_1391089477.unknown

_1391089660.unknown

_1391089755.unknown

_1391089582.unknown

_1391089375.unknown

_1391089425.unknown

_1391089290.unknown

_1391088852.unknown

_1391089121.unknown

_1391089200.unknown

_1391089209.unknown

_1391089148.unknown

_1391089033.unknown

_1391089072.unknown

_1391088910.unknown

_1391088626.unknown

_1391088751.unknown

_1391088820.unknown

_1391088717.unknown

_1391088551.unknown

_1391088603.unknown

_1391088492.unknown

_1391078625.unknown

_1391083269.unknown

_1391086370.unknown

_1391087013.unknown

_1391087088.unknown

_1391088412.unknown

_1391088439.unknown

_1391088455.unknown

_1391087832.unknown

_1391087070.unknown

_1391086632.unknown

_1391086956.unknown

_1391086423.unknown

_1391083324.unknown

_1391083365.unknown

_1391083276.unknown

_1391080592.unknown

_1391083247.unknown

_1391083259.unknown

_1391079238.unknown

_1391079294.unknown

_1391079289.unknown

_1391079207.unknown

_1391076387.unknown

_1391078339.unknown

_1391078543.unknown

_1391078605.unknown

_1391078469.unknown

_1391077702.unknown

_1391077713.unknown

_1391076500.unknown

_1390817949.unknown

_1391075761.unknown

_1391076026.unknown

_1391076244.unknown

_1391075878.unknown

_1390826054.unknown

_1391074531.unknown

_1391075624.unknown

_1391074530.unknown

_1390819330.unknown

_1390819799.unknown

_1390819818.unknown

_1390819535.unknown

_1390819745.unknown

_1390819436.unknown

_1390818967.unknown

_1390819189.unknown

_1390818787.unknown

_1390817212.unknown

_1390817280.unknown

_1390817412.unknown

_1390817541.unknown

_1390817324.unknown

_1390817244.unknown

_1390817039.unknown

_1390817103.unknown

_1390815770.unknown

_1390815735.unknown

